Kapitel 4

Stichproben und Schitzungen

4.1 Stichproben, Verteilungen und Schitzwerte

Eine physikalische Messung ist eine endliche Stichprobe aus einer Grundgesamtheit,
die endlich oder unendlich sein kann. Im allgemeinen mochte man bei der Weiter-
verarbeitung der Messergebnisse eine Reduktion der Daten auf die wesentliche
Information erreichen. Diese Information steckt in der mathematischen Beschrei-
bung der Verteilung der Grundgesamtheit, die durch — hoffentlich endlich viele —
Parameter beschrieben werden kann. Man versucht nun die Verteilungen zu bestim-
men, indem man Schétzwerte fiir diese Parameter aus der Messung ableitet. Eine
allgemeine Methode zur Schétzung von Parametern ist die Maximum-Likelihood-
Methode (Kapitel 6).
Zum Beispiel weiss man beim radioaktiven Zerfall,

N(t) = Noe™, (4.1)

dass der einzige Parameter die Zerfallswahrscheinlichkeit (oder mittlere Lebensdau-
er) A ist, die man als Mittelwert aus der gemessenen Haufigkeitsverteilung N ()
bestimmt. Die Messwerte haben sonst keine weitere wesentliche Information (wenn
man weiss, dass sie einem Zerfallsgesetz folgen).
Eine Stichprobe von n Messungen aus einer Grundgesamtheit mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte f(x)
= (x1,...,2,) (4.2)
kann man als eine n-dimensionale Zufallsvariable auffassen und ihr eine Wahrschein-
lichkeitsdichte
9(Z) = g(a1,..., zn) (4.3)
zuordnen (siche Beispiel 1 in Abschnitt 3.4). Damit die Stichprobe zufillig ist,
muss gelten:

(i) Die x; sind unabhéngig
= 9(7) = g1(21) - 92(2) - - gn(n) (4.4)
(ii) Jeder Messwert z; hat die Wahrscheinlichkeitsdichte der Grundgesamtheit:

gi(wi) = f(x) (4.5)
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Diese Eigenschaften sind durchaus nicht immer gegeben. Zum Beispiel dndert sich
die Wahrscheinlichkeitsdichte, wenn man aus einer endlichen Grundgesamtheit Stich-
proben entnimmt ohne zuriickzulegen (Karten aus einem Kartenstapel usw.).

4.2 Eigenschaften von Schitzwerten
Schitzwerte S sind Funktionen der Messwerte (Stichprobenfunktion):
S =58(x1,...,T,), (4.6)

und sind damit selbst wieder Zufallsvariable (die nichste Messreihe ergibt im allge-
meinen ein etwas anderes Resultat fiir S). Als Beispiel hatten wir in Abschnitt 3.4
(Beispiel 1) das arithmetische Mittel als Zufallsvariable behandelt:

1 n
‘ ni:lx ( )

Es gibt gewisse Freiheiten Schétzwerte zu definieren. Optimale Eigenschaften
von Schitzwerten erhélt man mit folgenden Forderungen:

1. Erwartungstreue: Unabhéingig von der Anzahl der Messwerte soll der Er-
wartungs des Schétzwerts fiir einen Parameter A gleich dem Parameter sein:

E(Sy(x1,...,x,)) = A (4.8)

In Abschnitt 3.4 (Beispiel 1) hatten wir gesehen, dass das arithmetische Mittel
in diesem Sinne erwartungstreu (unverzerrt, unbiased) ist.

Beispiel: Als weiteres Beispiel wollen wir die Varianz einer Verteilung
mit Mittelwert ;1 und Varianz o aus einer Stichprobe abschitzen. Dazu
betrachten wir zunéchst den Erwartungswert der quadratischen Abwei-
chungen vom Mittelwert der Stichprobe:

EQi(mi—2)) = EQCL(zi—ptp—1)%)

= - i B <Z(az‘ - :T:)Q) =0 (4.10)

i=1
Dabei wurde fiir die Varianz des Mittelwertes der Stichprobe, o?/n, das
Ergebnis von (3.45) benutzt. Der Ausdruck

n

1
2 _ Y
5= ;1 (x; — T)7, (4.11)
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auch empirische Varianz genannt, ist also eine erwartungstreue Schitzung
der Varianz der Verteilung, weil fiir alle n gilt:

B(s?) = o, (4.12)

Interpretation des Faktors 1/(n — 1): Aus den n unabhéngigen Messun-
gen wurde zunédchst der Parameter z bestimmt, dadurch geht ein Frei-
heitsgrad fiir die Bestimmung weiterer Parameter verloren. Die Anzahl
der Freiheitsgrade ist die Anzahl der unabhéngigen Messungen minus der
Anzahl der bestimmten Parameter, hier also nr = n —1. Aus der zweiten
Zeile in (4.9) sieht man auch, dass die Minderung der Freiheitsgrade mit
der Varianz 02 /n des geschitzten Mittelwertes zusammenhingt.

2. Konsistenz: Eine Schiatzung wird konsistent genannt, wenn die Varianz des
Schétzwertes fiir grofle Stichproben gegen Null geht:

lim o*(S(zy,...,7,)) =0 (4.13)

n—oo

Beispiel:  Fiir die Schétzung der Varianz des arithmetischen Mittels
einer Stichprobe hatten wir in Abschnitt 3.4 (Beispiel 1) gefunden:

o(z) = (4.14)

Das arithmetische Mittel ist damit einen konsistente Schétzung des Mit-
telwertes der Verteilung.

3. Effektivitit: Es seien S; und Sy zwei Schéitzungen des gleichen Parameters
A. Man sagt, S ist effektiver als Sy, wenn gilt:

E[(S) = N)?] = 0%(S1) < E[(S2 — N)?] = 0%(Sy) (4.15)

Diejenige Schétzung S;, fiir die die Varianz minimal wird, nutzt also die vor-
handenen Information am effektivsten.

Beispiel: Die Stichprobenfunktionen

S = iai Z; mit iai =1 (4.16)
i=1 i=1

sind fiir sonst beliebige a; erwartungstreue Schéatzungen des Mittelwertes

%
E(S)zE(Zaix’i) :ZaiE(l"i):ZaiM:M (4.17)

Es stellt sich aber heraus, dass S fiir a; = 1/n minimale Varianz hat,
wenn alle Varianzen gleich sind, o; = o fiir alle x;. Dann ergibt sich:

n n

o*(S) = Za? o?(z;) = o*() Za? (4.18)

i=1 i=1
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Es bleibt also zu zeigen, dass A = > a? fiir a; = 1/n minimal wird. Durch
die Bedingung A = 1 sind nur n — 1 der a; unabhéngig, so dass sich ein
a; eliminieren ldsst:

n n—1 n—1 2
A=Y "a}=> a+ (1— az) (4.19)

oA -l 1
aai :2@1—2 <1—Zaz) :2(0,1—@”):0 == =a, = 0 = — Vi

(4.20)

4. Robustheit: Die Schitzwerte sollen moglichst gegen Annahmen “falscher”
Verteilungen stabil sein.

Zum Beispiel sind apparative Auflosungen nicht immer gauss-férmig, son-
dern haben zusétzlich zu einem Gauss-Anteil “nicht-gaussische” Auslaufer.
Um stabile Parameter fiir Mittelwert und Auflosung zu erhalten, hilft hiufig
ein Abschneiden nach oben und unten (zum Beispiel kénnte man die jeweils
20% kleinsten und grofiten Werte einer Messung wegschneiden). Eine andere
Moglichkeit ist, die Verteilung der Messwerte mit einer angenommenen Vertei-
lung in einem begrenzten Bereich anzupassen. Zum Beispiel passt man haufig
Gauss-Kurven an Auflosungsverteilungen innerhalb 1 bis 2 Standardabwei-
chungen um den Mittelwert an.

Beispiel: In den meisten Teilchenexperimenten werden Energieverlust-
messungen (dFE/dx) zur Identifikation der Teilchen durchgefiihrt. Da die
Fluktuationen sehr grof sein konnen und die dE/dx-Verteilung (‘Landau-
Verteilung’) lange Ausldufer zu hohen Energien hat, werden sehr vie-
le Messungen gemacht, manchmal einige hundert, und dann gemittelt.
Der Mittelwert wird deutlich stabiler, wenn man zum Beipiel die klein-
sten 10% und die groBiten 20% der Messwerte wegschneidet (‘truncated
mean’).

Robustheit ist schwieriger als die anderen Kriterien fiir Schéitzungen zu be-
handeln, weil man hier “Unwissen” zu beriicksichtigen versucht.

4.3 Stichproben aus Normalverteilungen;

y2-Verteilung
Wir betrachten Stichproben (z1,...,x,) vom Umfang n aus einer Normalverteilung
1 z—p)?
flx) = e 5 (4.21)

2ro
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mit Mittelwert 1 und Standardabweichung o. Dann folgt die Stichprobenfunktion

=) @ =) (4.22)

: o?
=1

folgender Verteilung (A = n/2):

o) = () e T (4.23)
Die I'-Funktion ist tabelliert zu finden. Mit der Definition
L(z+1) :/ t et dt (4.24)
0

findet man folgende Eigenschaften:

ra =1
Mx+1) = zI'(x) (4.25)
I'n+1) = nl (n ganzzahlig)

Der Beweis, dass die in (4.22) definierte GroSe x? der Verteilung (4.23) folgt, ist
zum Beispiel in [1] nachzulesen.

Erwartungswert und Varianz der y?-Verteilung: Den Erwartungswert
von x? erhiilt man aus (4.22) mit 0? = E((x; — p)?):

E(x*) =mn, (4.26)

wobei n hier die Anzahl der Messungen und im allgemeinen die Anzahl der Frei-
heitsgrade ist.

In den meisten Féllen ist der Parameter y in der xy?-Funktion (4.22) nicht bekannt
und wird durch den Mittelwert der Stichprobe Z geschiitzt. Die y?-Funktion wird
damit entsprechend definiert:

n 2

=) u (4.27)

- o
=1

Mit der empirischen Varianz s? ergibt sich:

n 2 2

Xzzzwz(n_l)s_ (4.28)

: o o2
=1

Da der Erwartungswert von s® nach (4.12) gleich o2 ist, ist der Erwartungswert der
x2-Funktion beziiglich Z:
Ex*)=n—1=np (4.29)

Im allgemeinen wird in (4.27) z der Erwartungswert der Messgrofie x; sein, der
eventuell von mehreren geschétzten Parametern abhéngt, zum Beispiel wenn an die
x; eine Ausgleichsfunktion angepasst wird (siehe néchstes Kapitel). Die Anzahl der
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Freiheitsgrade ist dann allgemein die Anzahl der Messwerte minus die Anzahl np
der aus der Stichprobe bestimmten Parameter:
ng=n—np (4.30)
Die Varianz von x? ist [1]:
(") = E((x*)?) = (E(X*))” = 2n. (4.31)

Hier wie im folgenden soll n = np als Anzahl der Freiheitsgrade, der Parameter der
x2-Verteilung, verstanden werden.

Eigenschaften der y2-Verteilung: Beispiele von y2-Verteilungen fiir verschie-
dene n sind in Abb.4.1 gezeigt. Bei x? = 0 findet man folgendes Verhalten:

n=1 fix? = \/%\/1—6_32 — oo firxy?—0

4 X2
n =2 f0) = 1% (4.32)
n>3 f(0) = 0

Fiir n = 1 hat die y2-Verteilung also einen Pol bei x? = 0. Die Verteilungsfunktion
F(x?) bleibt aber endlich.
Fiir grofle n wird die Verteilung zunehmend symmetrischer und geht, entspre-

chend dem ‘zentralen Grenzwertsatz’ (Abschnitt 2.6), in eine Normalverteilung mit
i =n und o = v/2n iber.

Stichproben aus nicht gleichen Normalverteilungen: Gegeniiber (4.22) und
(4.28) kann man die x*-Funktion auch auf Messwerte mit unterschiedlichen Erwar-
tungswerten p; bzw. ; und Standardabweichungen o; verallgemeinern:

n

x2:=§£:£§1:§ﬁli (4.33)

ok
=1 ¢

Das ist leicht einzusehen, weil die reduzierten Variablen

P (4.34)

7 O_Z

alle der gleichen Normalverteilung N (0, 1) mit = 0 und o = 1 folgen.

Der y2-Test: Die Stichprobenfunktion y? wird zum Testen der Zuverlissigkeit
(‘confidence level’) einer Messung benutzt. Man erwartet, dass jeder Freiheitsgrad
im Mittel eine Varianz o2 hat, also eine Einheit zum x? beitrigt:

X°/ny =1 (4.35)

Groere Abweichungen von dieser Erwartung deuten darauf hin, dass das angenom-
menen Gauss-Model oder die Schétzung der Parameter p, o fiir die Daten nicht
richtig sind oder dass es einen nicht-gaussischen Untergrund gibt.
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Abbildung 4.1: y?-Verteilungen fiir verschiedene Freiheitsgrade n (erstellt mit dem
Programm s2sd [1]).
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Abbildung 4.2: Definition des Vertrauensniveaus o fiir einen gemessenen y2-Wert
2
X+

Quantitativ gibt man die Zuverldssigkeit einer Messung beziehungsweise den
Grad der Ubereinstimmung mit dem Gauss-Modell durch Angabe des Vertrauensni-
veaus an. Wie in Abschnitt 2.5 definieren wir das Vertrauensniveau « als das Integral
iiber die y2-Verteilung oberhalb des gemessenen y?-Wertes y2, (Abb.4.2):

a=1-F(3), (4.36)

wobei F' die Verteilungsfunktion ist. Das Vertrauen in die Messung wird also grofer,
wenn das gemessene x? kleiner wird. Bei welchem y2-Wert ein bestimmtes Vertrau-
ensniveau erreicht wird, héingt von der Anzahl der Freiheitsgrade np ab. Man findet
diese Angaben in Tabellen und graphischen Darstellungen (Abb.4.3 und 4.4).

Die Wahrscheinlichkeitsdichte von F(x?) und damit auch von a =1 — F(x?) ist
gleichverteilt zwischen 0 und 1 Die Stichprobenfunktionen F'(x?) und « sind dabei
als Zufallsvariable zu betrachten. Wenn man sehr viele Messungen gemacht hat, die
einen y2-Tests erfiillen sollen, kann man die gemessene a-Verteilung graphisch dar-
stellen (Abb. 4.5). Abweichungen von einer Gleichverteilung haben meistens folgende
Ursachen:

e das Gauss-Modell ist falsch oder
e die Standardabweichungen o; sind zu grof (= Verschiebung zu grofien «) oder

e die Standardabweichungen o; sind zu klein (= Verschiebung zu kleinen «)
oder

e cs gibt nicht-gaussischen Untergrund.

Der Untergrund h&uft sich bei kleinen Werten von o und kann mit einem Schnitt
auf « entfernt werden (typische Forderung: o > O(1%)).

Beispiel: In Teilchenreaktionen werden in der Regel die Impulse und Richtun-
gen der der beobachteten Teilchen mit gewissen Fehlern gemessen. Zusammen
mit einer Hypothese fiir die Massen kann man Impuls- und Energieerhaltung
mit einem Y2-Test {iberpriifen. Ereignisse, bei denen wenigstens ein Teilchem
dem Nachweis entgangen ist, werden sich bei einem kleinen Vertrauensniveau
a ansammeln.
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Abbildung 4.3: Das Vertrauensniveau « als Funktion des gemessenen y2-Wertes fiir
verschiedene Freiheitsgrade n = ng (aus PDG [15]).
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Abbildung 4.4: Das “reduzierte x*”, x?/np, fiir verschiedene Vertrauensniveaus a
als Funktion des Freiheitsgrades n = np. Fiir grosse np geht die a = 50%-Kurve

asymptotisch gegen 1, das heisst, die y?-Verteilung wird immer symmetrischer (aus
PDG [15]).
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Abbildung 4.5: Typische Verteilung des Vertrauensniveaus . Uber- oder Un-
terschiatzungen der Fehler fithren zu Abweichungen von der Gleichverteilung. Der
Untergrund sammelt sich nahe o = 0

Man sollte sich klar machen, dass grundsétzlich alle Werte von a gleich haufig
auftreten. Es ist also nicht von vornherein ein Wert von o nahe 1 besser als einer na-
he 0. Selektionsschnitte auf « sollten ausschliefllich durch das Untergrundverhalten
bestimmt sein.

Die Bestimmung von Vertrauensintervallen wird im Zusammenhang mit Maximum-
Likelihood-Schétzungen (Kapitel 6) noch einmal aufgegriffen.



