Kapitel 3

Verteilungen mehrerer Variablen

3.1 Eigenschaften von Verteilungen mehrerer Va-
riablen

Im allgemeinen muss man Wahrscheinlichkeiten fiir mehrere Variable, die héufig
auch voneinander abhéngen, gleichzeitig betrachten.

Beispiele:

e Wir hatten im letzten Kapitel bereits die Multinomial-Verteilung als Beispiel
einer Verteilung, die von mehreren diskreten Variablen abhéngt, kennenge-
lernt.

e Die Dichte einer Ladungswolke um eine Gliithkathode hat eine dreidimensionale
Verteilung.

e Ein System von n Teilchen hat eine Wahrscheinlichkeitsdichte in dem 6n-
dimensionalen Orts-Impulsraum (= Phasenraum). Zum Beispiel sind fiir ein
ideales Gas die Ortskoordinaten gleichverteilt und die Impulsverteilung ist
durch die Maxwell-Verteilung mit der Temperatur als Parameter gegeben.

3.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte, Verteilungsfunktion, Rand-

verteilung
Wir betrachten n Zufallsvariable z1, x», ..., x,, die wir in einem n-Tupel
- T
T= (a1, Toy ..., Tp) (3.1)
zusammenfassen.

Wahrscheinlichkeitsdichte: Die Wahrscheinlichkeitsdichte f(Z) liefert die diffe-
rentielle Wahrscheinlichkeit an einem Punkt

dp(¥) = f(Z)dxy dxy ... dz, (3.2)
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Die Normierung erfolgt iiber den n-dimensionalen Raum €2 in dem f definiert
oder ungleich Null ist:

/ f(@)dzydzs ... dx, =1 (3.3)
Q

Verteilungsfunktion: Die Verteilungsfunktion ergibt sich analog zum eindimen-

sionalen Fall: - T
. :/ / F(Edeyde ... gy =1 (3.4)

Umgekehrt lasst sich die Wahrscheinlichkeitsdichte aus der Verteilungsfunktion ab-
leiten: on

(@) = 0x,1 0xy ... Oz,

F(Z). (3.5)

Randverteilung: Die Randverteilung einer Variablen z; ist die Projektion der
Wahrscheinlichkeit auf die i-te Koordinate, das heisst man betrachtet die Verteilung
von x; gemittelt iiber alle anderen Variablen. Zum Beispiel ist die Randverteilung

von :
\(z1) / ™ i, / o / " dan £() (3.6)

Beispiel: Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in einem Wasserstoffa-
tom wird in der Regel durch Kugelkoordinaten (r, 0, ¢) angegeben. Wenn man nur
an der radialen Abhéingigkeit interessiert ist, erhélt man die Randverteilung von r:

+1 2m
pr (1) :/_1 dcos@/o do p(r,0, ) (3.7)

3.1.2 Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichten, Selektionsschnit-
te

Héaufig mochte man Wahrscheinlichkeitsdichten betrachten unter der Bedingung,
dass eine der Variablen einen bestimmten Wert hat, zum Beispiel x; = x19 (Abb. 3.1a):

f(xl — xlOax27"'7mn)

h1($1 = !1010) (3'8)

f*(fL'Q, X3y vy xn’xl - xlO) -

Das entspricht einer Umnormierung der Wahrscheinlichkeitsdichte auf eine n-1-
dimensionale Hyperflache, die durch z; = x1¢ festgelegt ist.

Tatséchlich gibt man in der Praxis meistens ein endliches Intervall z,;, < z; <
21y vor und die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir x5, z3, ..., x,, muss auf diesen be-
schrénkten n—-dimensionalen Unterraum umnormiert werden (Abb. 3.1b):

f;llLHf T1,292y...,T )dl’l

f;llH hl (Q?l)dflfl

(e, 3, oo Tp|oir < @1 < 1m) = (3.9)

Solche Einschrénkungen von Variablenbereichen ist bei multi-dimensionalen Da-
tensdtzen ein Standardverfahren zur Bereinigung der Daten von Untergrund und
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Abbildung 3.1: Bedingte Wahrscheinlichkeiten: a) Definition einer ‘Hyperebene’
durch x; = 210, b) Schnitt in der Variablen x;.

zur Untersuchung von Abhéngigkeiten der Variablen untereinander. Haufig versucht
man Signale, die auf einem Untergrund sitzen, dadurch statistisch signifikanter zu
machen, indem man Bereiche, die einen relativ hohen Untergrundbeitrag liefern
wegschneidet (Selektionsschnitte).

3.2 Erwartungswerte

Erwartungswert und Varianz einer Funktion: Der Erwartungswert einer Funk-

tion g der Zufallsvariablen ¥ = (x1, xo, ..., x,), die die Wahrscheinlichkeitsdichte
f(Z) haben, ist analog zum eindimensionalen Fall definiert:
B o(@) = (9@ = [ o) 1) dor dos .. d, (3.10)

Entsprechend ist die Varianz der Funktion g:

V(g(7) = E ((9(7) — E(9(2))°) = /Q(g(f) —(9(@)))* f(@) dwy dzs ... dw, (3.11)

Momente: In Erweiterung der Definition fiir die Momente einer eindimensionalen
Verteilung in Abschnitt 1.2.2 werden Momente einer mehrdimensionalen Verteilung
als Erwartungswerte von Produkten von Potenzen der Zufallszahlen definiert:

1. Momente um den Ursprung:

/\5152_.1” =F (J,’lll . ZEl22 e {L‘Zl) (312)
2. Zentrale Momente:
firty. 1, = B (21— pa)"" - (22 = ) - - (0 — pin)™) (3.13)

Dabei sind die niedrigsten Momente die Mittelwerte u; der Zufallsvariablen x;,
die den niedrigsten Momenten mit [; = 1, [, = 0 fiir k # ¢ entsprechen:

wi = | z; f(&)dxydes ... dx, (3.14)
Q
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3.3 Kovarianzmatrix

3.3.1 Definition und Eigenschaften der Kovarianzmatrix

Die Momente mit [; =1; =1; [, =0fir k #4, k# joder [; =2; [;, =0flri=j
und k # 7 werden in einer sogenannten Kovarianzmatrix V;; zusammengefasst:

Vii=to. 1 . 1 .0=E@—m)(z;—p)) (3.15)
~—

i

Die Kovarianzmatrix hat folgende Eigenschaften:

1. Die Matrix ist symmetrisch:

2. Fiir ¢ = j ergibt sich die Varianz von x;:

Vii=E ((z; — )?) = BE(z}) — (E(x;))* =02 > 0. (3.18)

2

3. Die nicht-diagonalen Elemente, i # j, sind die Kovarianzen:

0

Vij = cov(zi, x;) = E ((v; — i) (zj — py)) = E(w; ;) — E(z;) E(x)) :
(3.19)

AIV

3.3.2 Beispiel: Multi-dimensionale Gaussverteilung

Durch Verallgemeinerung der Varianz o? auf die Kovarianzmatrix wird eine mehr-

dimensionale Gauss- oder Normalverteilung definiert:

) = ! exp (—=(F— @)V (@—ji
1) = S e (5@ ATV G-p) @)

Bei zwei Variablen xq, x5 ist die Kovarianzmatrix:

o? cov (1, To)
V= 1 ’ 3.21
( cov(xy, T2) o2 (3.21)
Die inverse Kovarianzmatrix ist:
1 2 _
V== 2 ( o cov(®1, 72) ) (3.22)
o105 — (cov(zy, x2)) cov(z1, x2) o7

Fiir einen festen Wert des Exponenten in (3.20) beschreibt f(z) eine Kontur mit
fester Wahrscheinlichkeitsdichte

frontur = f(2|(& — @)T V(T — ji) = const). (3.23)

Im Falle der multi-dimensionalen Gauss-Verteilung sind die Konturen konstanter
Wahrscheinlichkeitsdichte n-dimensionale Ellipsoide.
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Wenn die Kovarianzmatrix und damit auch ihre inverse Matrix diagonal sind,
folgt fiir den Exponenten der Gauss-Verteilung (3.20):

S —1/(= = - (%’—Mi)z
@y v @y = Y (324
i=1 i
Es treten also keine gemischten Terme z; - x; mit ¢ # j auf. Deshalb lésst sich in
diesem Fall die mehrdimensionale Gauss-Verteilung (3.20) in ein Produkt eindimen-
sionaler Gauss-Verteilungen zerlegen:

Da V und V! symmetrische, positiv definite Matrizen sind, ldsst sich immer eine
orthogonale Transformation z; — x} finden, so dass V' und V'~! diagonal sind
(Hauptachsentransformation):

dviz=z'vvviutuz (3.26)

Fiir orthogonale Transformationen gilt U7 = U~!. Die Transformation U wird so
bestimmt, dass U V! U~! diagonal ist.

Héaufig sind auf Computersystemen bereits Generatoren fiir gauss-verteilte Zu-
fallszahlen vorhanden. Um mehrdimensionale Gauss-Verteilungen zu erzeugen, be-
stimmt man zunichst die Transformation U, die V! diagonal macht. Die Dia-
gonalelemente o/? und die transformierten Mittelwerte p; = Uj; p; sind die Para-
meter von n unabhéngigen Gauss-Verteilungen. Entsprechend diesen Verteilungen
erzeugt man nun n unabhéngige gauss-verteilte Zufallszahlen 2, die dann mittels
T, = Ugl ', = Uj; oy zuriicktransformiert werden.

3.3.3 Kovarianzen von Stichproben

In Analogie zu der Schitzung der Varianz aus einer Stichprobe in (1.52) werden
die Kovarianzen geschitzt. Die Korrelation zwischen zwei Variablen z7, 2*, deren
Verteilung an den Messpunkten ¢ abgetastet wird, ergeben sich zu:

n

covla, o) = - ! -3 (- )t - Y (3.27)

3.3.4 Kovarianzmatrix von unabhingigen Variablen

Wenn die Zufallsvariablen x; unabhéngig sind, faktorisiert die Wahrscheinlichkeits-
dichte:

F(@) = fila1) - folma) - fulan) (3.28)

Wie bei der Gauss-Verteilung (3.25) ist auch im allgemeinen Fall die Kovarianzma-
trix von unabhéngigen Variablen diagonal. Um die Kovarianzmatrix auszurechnen,
berechnen wir zunédchst den Erwartungswert von z; x;:

E(x; x;) :/xi filzy) d:ci-/xj fi(z;) dx; - A k#/fk xy) dxy, = E(z;) - E(z;)
(3.20)
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Damit ergibt sich:

cov(zy, x5) = B (2 — pa)(x; — p5)) = Elwi ;) — Ex) E(x;) =0 (3.30)

(3.29)

Fiir unabhéngige Variable verschwinden also die Kovarianzen:
z;, x; unabhéngig = cov(x;,z;) =0 (3.31)

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht im Allgemeinen. Man sieht an (3.30), dass
die Kovarianzen verschwinden, wenn sich die Terme (z; — p;)(z; — p;) im Mittel
ausloschen. Das kann auf verschiedenste Weisen passieren. Zum Beispiel heben sich
in Abb. 3.2b gerade die Kovarianzen der rechten und linken Hélfte der Verteilung
auf (in der linken Halfte ergibt sich eine positive Korrelation und in der rechten
eine negative). Die Kovarianz der gesamten Verteilung verschwindet also, obwohl es
offensichtlich eine Abhéngigkeit von x; und zs gibt.

3.3.5 Korrelationen

Wenn die Kovarianzen nicht verschwinden, nennt man die entsprechenden Variablen
korreliert. Als Maf fiir die Stiarke der Korrelation definiert man den Korrelations-
koefizienten:

Vij  cov(zi, xj)

Ty Tj) = -
p( ]) /—Vn’ v, o 0;

Durch die Normierung auf die Standardabweichungen ergibt sich fiir den Wertebe-
reich von p:

(3.32)

—1 < p(zy, zj) < +1 (3.33)

Je mehr der Korrelationskoeffizient von Null abweicht, umso besser kann man aus
der Kenntnis einer Variablen die andere vorhersagen (Abb. 3.2):

p(ri, v5) = +1 = x; — +x; (positiv korreliert)
p(z;, ;) - £0 = x;, z; unabhéingig (nicht korreliert) (3.34)
p(xi, xj) = =1 = x; — —ux (negativ korreliert)

Beispiele:

1. Ein Teilchen, das wie Abb. 3.3 durch eine Materieschicht geht, wird unter einem
Winkel 6 gestreut und erfdhrt eine Ablage Ax. Streuwinkel und Ablage sind
positiv korreliert.

2. Ein Anthropologe untersucht 5 Funde von Neandertalerknochen. Er vergleicht
die Langen der Oberarm- mit der der Oberschenkelknochen und mdochte sei-
nen naheliegenden Verdacht, dass beide korreliert sind, statistisch erhérten.
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Abbildung 3.3: Streuung von Teilchen in einer Materieschicht, zum Beispiel a-
Teilchen in einer Goldfolie wie bei dem Rutherford-Experiment.

Die vorliegenden Daten sind (1%, I° sind die Lingen jeweils der Arm- und Bein-
knochen):

Fund ¢ [mm] ® [mm] 2 [mm?] {** [mm? 1%’ [mm?]

1 312 430 97344 184900 134160
2 335 458 112225 209764 153430
3 286 407 81796 165649 116402 (3.35)
4 312 440 97344 193600 137280 ‘
5 305 422 93025 178084 128710
Mittel 310.0 431.4  96346.8 186399.4 133996.4
ops 1756 19.15 cov(i,1®)  328.0

Die letzten drei Spalten enthalten die Berechnung von 92, [*? und [ - [ und

deren Mittelwerte, die dann in die Berechnung der Kovarianzmatrix eingehen.
Entsprechend (3.27) ergibt sich:

cov(i®,1') = E(i° - 1) — B(I°) (") = 5% (W T z_b) (3.36)

Der Faktor 5/4 korrigiert wie bei der Berechnung der Varianz einer Stichprobe
darauf, dass beziiglich des Mittelwertes bereits die quadratischen Abweichun-
gen minimiert werden. Einsetzen der Zahlen aus der Tabelle ergibt:

1,1
cov(l*,1°) = 328.0 = p(I*,I") = M = 0.975 (3.37)

Ul .O'l

Die Korrelation in der Grofie der Arm- und Beinknochen ist also sehr hoch.

3.4 Lineare Funktionen von mehreren Zufallsva-
riablen
In den folgenden Abschnitten werden Funktionen von mehreren Zufallsvariablen

betrachtet. Wir interessieren uns insbesondere fiir die Berechnung einfacher Erwar-
tungswerte dieser Funktionen, wie Mittelwerte und Varianzen. Die Berechnung der
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Varianz einer Funktion von Zufallsvariablen wird fiir die Fehlerfortplanzung von
Messungen benutzt.

Ein besonders einfacher Fall ist eine lineare Funktion von mehreren Variablen.
Wir werden im folgenden héufig auch bei nicht-linearen Funktionen durch Linearisie-
rung um einen Entwicklungspunkt die Ergebnisse fiir lineare Funktionen benutzen.

Es sei g eine lineare Funktion der n Zufallsvariablen ¥ = (z1, ..., z,):

9(%) = Z a; ; (3.38)

Erwartungswert: Der Erwartungswert der Funktion ist:

n n

E(9(2)) = Z a; B (z;) = Z Qi fhi (3.39)

=1 = =1

Varianz:

V(g(@) = E((9(@) - E(g@)?) = E((C;aizi— >, aim)°)
= E((Cai(e—m)?) =2 aia; E (@ — )z — py)) (340
= 22005 Vi

Dabei ist V;; die Kovarianzmatrix der Zufallsvariablen Z. Mit der Beziehung V;; = V};
ldsst sich die Varianz von g durch die Varianzen und die Kovarianzen ausdriicken:

V@) =Y @t 23 Y 4o,V (3.41)

i=1 i=1 j=i+1

Wenn die z; unabhéngig sind, ist V;; = 0 fiir ¢ # j und die Varianz von g ergibt sich
nur aus den Varianzen der z;:

V(@) = Y alo? (342)

Beispiele:

1. Eine Stichprobe zy,...,x, aus einer Verteilung mit dem Mittelwert p und
Varianz o2 kann man als einen Satz von n unabhingigen Zufallsvariablen in-
terpretieren, die alle den gleichen Mittelwert p; = p und die gleiche Varianz

02 = ¢? haben. Das arithmetische Mittel der z; ist eine lineare Funktion der

;=
;.

Der Erwartungswert des Mittelwertes ist dann:

B@) =S B ) == (3.44)
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Das heisst, das arithmetischen Mittel einer Stichprobe ist eine ‘erwartungs-
treue’ Schitzung des Erwartungswertes p der entsprechenden Verteilung, aus
der die Stichprobe gezogen wurde.

Die Varianz des arithmetischen Mittels ist (die Kovarianzen fallen weg, weil
die x; unabhéngig sind):

V(z) = §:< ) Za —(—)27102:%2 (3.45)

Damit hat man das bekannte Ergebnis, dass der Fehler des Mittelwertes von
n Messungen um 1/4/n kleiner als der Fehler der Einzelmessung ist:

0 = —— (3.46)

\/ﬁ
2. Im allgemeinen hat die Varianz einer Funktion von zwei Zufallsvariablen,
g(x,y) =ax+by, (3.47)
folgende Form:

Viaz+by) =a® Vig + 0> Vy +2ab V,, =d’0;+ b0, +2abo,o,p(z,y)

=02 =cov(z,y)

:o’%

(3.48)
Dabei kann der Korrelationskoeffizient p(z,y) Werte von -1 bis +1 annehmen.

3.5 Nicht-lineare Funktionen von Zufallsvariablen

3.5.1 Eine Funktion von einem Satz von Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt wollen wir allgemeine Funktionen g der Zufallsvariablen be-
trachten:

g=g(1,..., ). (3.49)

Um die Ergebnisse des vorigen Abschnitts benutzen zu konnen, linearisieren wir die
Funktion in der Umgebung der Mittelwerte ji:

1) + Z ) 8@

+ (3.50)

Erwartungswert: Der Erwartungswert der Funktion g ist in der linearen Ndherung:

B(6() = EG@) + Y El =) 22| =BG =g(i) (51

Der Erwartungswert der Funktion g¢(Z) ist also diese Funktion an der Stelle der
Erwartungswerte von :

E(9(7)) = (i) (3.52)
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Varianz:

- E ((Zxxi - m)a;)Q) (3.53)
= 252 2 F (s — )y — 1)
- ZZ ZJ gf, 88:5 VLJ

Das entspricht also genau dem Ergebnis (3.40), wenn man statt der Koeffizienten a;
die partiellen Ableitungen dg/0z; einsetzt.
In Matrixschreibweise definiert man den Spaltenvektor:

99
oz
a= : (3.54)
99
OTn
Damit ergibt sich fiir die Varianz:
V (9(2)) = 0* (9(2)) = a" V() a (3.55)
Zum Beispiel erhéilt man fiir n = 2:
o? (g(7)) = 99 202+ 99, 202+2@%COV(ZL‘ xg) (3.56)
g 61‘1 ! 8902 2 8ZE1 8272 b2 '

Das ist also die bekannte Formel, die auch fiir Fehlerfortpflanzung benutzt wird.

3.5.2 Mehrere Funktionen von einem Satz von Zufallszahlen

Wir betrachten jetzt den allgemeineren Fall, dass m Funktionen g= (g1, ..., gm) von
den gleichen n Zufallszahlen (z4,...,x,) abhingen:
91(7)
g(7) = E (3.57)
gm ()

Ein haufig auftretendes Beispiel ist eine Koordinatentransformation der Zufallsva-
riablen: die transformierten Variablen sind im allgemeinen eine Funktion aller ur-
spriinglichen Variablen.

Die Erwartungswerte der Funktionen g; und deren Varianzen ergeben sich fiir
jede Funktion einzeln. Neu kommt jetzt allerdings hinzu, dass die Funktionen unter-
einander korreliert sein kénnen und damit nicht-verschwindende Kovarianzen haben.

Wir linearisieren wieder jede der Funktionen (k =1,...,m):

09
ai( +Z am’: e (3.58)
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Mit

Sy = gi’: - (3.59)
ergibt (3.58):
gk(@ = ( >+ Zz 1( Nz) Shi
oder (3.60)

9@ = g+ 57
Dabei sind &, ji Spaltenvektoren und die Jacobische Funktionalmatrix S ist in Ma-
trixschreibweise:

o Bg1 ., OS¢
o1 0o Oy
992 992 ., . Og2
oz oz oz
S = o S (3.61)
Ogm  Ogm . 9gm
8213]_ 8:22 amn

Erwartungswert: Die Erwartungswerte der Funktionen §(Z) ergibt sich wie fiir
eine einzelne Funktion (3.51):

E(g(2) = (i) (3.62)
Varianz:
Vi (9(7)) = El(gn(Z) — Egr(D))(9:(T) — E [9:(T)])]
= XX ol Bl — ) — w)
=Vi; (&) (3.63)
- Zz’z]gﬁggévw(): ZSIWSIJVU()

— V(§(Z)) S-v(z)-ST

Dabei sind in der letzten Zeile alle GroBlen Matrizen.

Um das obige Beispiel einer Variablentransformation aufzugreifen: Die Matrix S
kann man beispielsweise so bestimmen, dass die Transformation ¥ — § die Kovari-
anzmatrix V (g) diagonal macht, die neuen Variablen g; also nicht korreliert sind.

Beispiel: Fehlerfortpflanzung bei Koordinatenwechsel.
Auf einem Koordinatenmesstisch werden rechtwinklige Koordinaten (x,y) mit den
Auflésungen
=1
Ou HIm (3.64)
oy = 3pum
gemessen. Da die Messungen der beiden Koordinaten unabhéngig sein sollen, ist die

Kovarianzmatrix diagonal:
10
vien =g ) (3.65)
Fiir die weitere Auswertung sollen die Messpunkte in Polarkoordinaten (r, ¢)

ausgedriickt werden:
rene A (3.66)

= rsing ¢ = arctan?
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Wir wollen nun berechnen, wie sich der Fehler der x, y-Messungen auf r, ¢ fort-
pflanzt und bestimmen deshalb die Kovarianzmatrix fiir die Variablen r, ¢. Die Funk-
tionalmatrix fiir die Transformation ist:

or  Or z
oxr Oy . r
9 09 ) T\ _y
ox Oy r2

Damit transformiert sich die Kovarianzmatrix wie folgt:

) (3.67)

FEIRES

S(2%02 +y?02)  H(—02+02) (3.68)
Y(-o2+0)) HWoi+a’0) '

Vir,¢) =5 -V(z,y) ST = (

Ausgedriickt in Polarkoordinaten ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix:

Virg) = < o’ COV(Z, cb))

cov(r, @) o

cos’¢ o2 + sin*¢p o2 —Sin¢rcos¢ (—02+07) (3.60)
—Sind’:osd’(—crg + 05) T%(sin%zﬁ o2 + cos?p 05 ) '

Man sieht, dass die Kovarianzmatrix auch in Polarkoordinaten diagonal ist, wenn
die z- und y-Messgenauigkeit gleich, also o, = oy, ist. Die Kovarianzen verschwinden
auch fiir die Spezialfille ¢ = 0°,90°, das heisst fiir Punkte auf der x- bzw. y-Achse:

y e 02 =o? cov(r, ¢) =0 570

(r¢ =07 = cov(r,¢) =0 02205 (8.70)
PV ol =0,  cov(r,g) =0

V(r,é=90°) = ( ol d) =0 of =0 ) (3.71)

Man kann jetzt auch wieder umgekehrt die Varianzen der Zufallsvariablen x und
y berechnen, wenn die Kovarianzmatrix in Polarkoordinaten vorliegt. Will man zum
Beispiel die Varianz von z am Punkt (1,1), also (r = v/2, ¢ = 45°), berechnet man
zunéchst

) 4
o? =5, Op = —, cov(r, ) = — 3.72
: =5 ovlne) = (3.72)

Damit ergibt sich beispielsweise fiir o2 (siehe (3.56)):
, o\ 2 ,

ot = () 0r+ (%) of+255 cov(ro)

= cos’po} +1r?sin’p o3 — 21 cosg sing cov(r, P) (3.73)
o L B R

Es ergibt sich also korrekt wieder der Wert o2 = 1, der hineingesteckt wurde. Hier
sieht man, dass man im allgemeinen die Kovarianzen nicht vernachléssigen kann:
ohne Beriicksichtigung der Kovarianz hétte sich o2 = 5 ergeben.
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3.6 Transformationen von Zufallsvariablen

In dem obigen Beispiel hatten wir einen Transformation der Zufallsvariablen x, y auf
r,¢ und die daraus folgende Transformation der Varianzen betrachtet. Wir fragen
nun, wie sich die Wahrscheinlichkeitsdichten transformieren, wenn man zu anderen
Variablen {ibergeht. Variablentransformationen macht man unter anderem auch um
einfachere Wahrscheinlichkeitsdichten zu erhalten, zum Beispiel Gleichverteilungen
fiir eine Simulation (siche Abschnitt 1.3).

Wir betrachten zunédchst den Fall, dass eine einzelne Variable in eine andere
transformiert wird:

T — z, f(z) — g(z) (3.74)

In einem Interval dz, das in dz iibergeht, miissen die Wahrscheinlichkeiten vor und
nach der Transformation gleich sein:

dx

= (3.75)

dp = f(z)de = g(2)dz = ¢(2) = f(z(2))

Im rechten Ausdruck wird der Betrag der Ableitung genommen, damit die Wahr-
scheinlichkeit positiv bleibt.
Fiir n Variable mit der Transformation

(X1, xn) = (21,05 20), flxy, .o ooxn) = g(z1, .0 20) (3.76)

ergibt sich die Bedingung;:

0 R
F@) day ... dey = g(D)dz ... dzy = ¢(3) = F(T(2)) Oar, -, 2n) (3.77)
8(21, e ,Zn)
Der rechte Ausdruck ist die Funktional- oder Jacobi-Determinante:
Ozy  Oxy . Om
821 822 azn
Oxo Oz Oza
O(xy,...,xy,) 0z 0z Oz
= det 3.78
‘ a(zla SRR Zn) ‘ : : : ( )
Oxn  Ozn .. Oxp
6z1 82’2 8Zn

Beispiele:

1. In der Physik kommt héufig die Transformation auf krummlinige Koordinaten
vor. Zum Beispiel transformiert sich bei dem Ubergang von kartesischen auf
Kugelkoordinaten, (x,y, z) — (1,0, ¢), das Volumenelement bekanntlich wie

dr dydz — r? sin @ dr df do, (3.79)
so dass sich die Jacobi-Determinante zu 72 sin 6 ergibt.

2. Ein schnelles geladenes Teilchen emittiert sogenannte Bremsstrahlung, wenn
eine Kraft auf das Teilchen wirkt, wie beim Durchgang durch Materie oder
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in elementaren Wechselwirkungen. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Ab-
strahlungsrichtung 6 relativ zur Teilchenrichtung hat etwa folgende Form:

sin 6

1 — Bcosb (3.:80)

w(f) = wy
Dabei ist § = v/c die Teilchengeschwindigkeit in Einheiten der Lichtgeschwin-
digkeit. Fiir Elektronen ist 3 schon bei relativ niedrigen Energien sehr nahe 1,
zum Beispiel fiir £ = 1GeV ist 1 —3 = 1.3-107". In diesem Fall ‘hochrelativi-
stischer” Teilchen ist der Ausdruck 1/(1 — B cosf) bei § = 0 nahezu divergent.
Dieses Verhalten wird auch nicht durch den sin-Term in (3.80) geddmpft,
weil das Winkelelement sin 6 df = d cos 6 bei 6 = 0 endlich bleibt.

Eine Simulation der Abstrahlung wird also zum Beipiel mit der ‘Hit and Miss’
Methode sehr ineffektiv. Man wird also eine Transformation suchen, die das
Polverhalten ddampft. Tatséchlich kann man (3.80) auf eine Gleichverteilung
transformieren. Entsprechend Abschnitt 1.3 machen wir den Ansatz (u ist eine
zwischen 0 und 1 gleichverteilte Zufallsvariable):

0
1 0
w(0)do = du —> u:wo/ wd)dy — W(9) = L1 LEICosE
0 6 1-p
wobei W (0) die Verteilungsfunktion ist. Der Normierungsfaktor wq ergibt sich
aus der Integration von w(f) iiber den gesamten Wertebereich:

L[ _ _ 1, 1+
w_o_/o w(V) di = W(r) = 5 In =, (3.82)

Die Transformation # — wu ergibt sich aus der Inversion von (3.81):

(3.81)

8 = arccos {% ((1 —B)ewo — 1)} (3.83)

Nehmen wir weiterhin an, dass die azimuthale Winkelverteilung der Strahlung
durch Polarisationseffekte (die Elektronenspins konnten zum Beispiel trans-
versal zu ihrere Flugrichtung polarisiert sein) sinusférmig moduliert wird:

, sinf sin ¢

w/(97¢) = wol . 5(3059

(3.84)

Eine entsprechende Transformation von ¢ im Interval 0 bis 7 auf eine zwischen
0 und 1 gleichverteilte Variable v erhélt man wie in (3.81):

ffsingpdg& _cos¢p+1

ingdp =dv = v="% = 3.85
o sin ¢ do v v fo Sin o di 5 ( )
Dabei ist @ = 1/2 die Normierungskonstante und es gilt wj = wya. Die
gesamte Variablentransformation ist damit:
6 = arccos [l ((1 —5) e — 1)]
B Z (3.86)

¢ = arccos(2v — 1)
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Daraus ergibt sich die Funktionaldeterminante:

’ 9(0. 9)
(u, v)

20
_ )
= det a_;

ou

oo |\ _ 11-fcost 1 (3.87)
% wy sinf sing  w'(6, ¢) .

Es ist natiirlich kein Zufall, dass die Jacobi-Determinante gerade das Reziproke
der urspriinglichen Dichteverteilung ergibt, weil ja gerade auf eine Gleichver-
teilung transformiert werden sollte.



